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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1- ΓΕΝΙΚΗ ΑΝΑΦΟΡΑ
Σε πολλές περιοχές των αεροναυπηγικών,μηχανολογικώνή δομικών κατασκευών,ο
σχεδιασμός και σι τεχνολογικές απαιτήσεις οδηγούν στη χρήση των λεγόμενων
δοκώνλεπrότoιχωνδιατομών.
Πρόκειταιγια «λεπτούς» ιcυλίνδρoυςστους οποίους η εγκάρσια διατομή αποτελεί την
ένωση επιμέρους τμημάτων, το πάχος των οποίων είναι πολύ μικρό συγκρινόμενομε
τη διάμετρο της διατομής. Αναφερόμαστε, δηλαδή, σε διατομές που εμφανίζουν τη
μία διάστασή τους (εκείνη του πάχους) πολύ μικρότερη σε σχέση με τις άλλες. Για
παράδειγμα, λεπτότοιχοι σωλήνες χρησιμοποιούνταισυχνά σε κατασκευές όπου οι
δοκοί υπόκεινταισε υψηλές στρεπτικές ροπές ή σε μεγάλα κάθετα φορτία. Οι κοίλες
διατομές στην πραγματικότητα είναι mo αποτελεσματικές σε ό,τι αφορά την
αντίσταση σε στρέψη και κάμψη γιατί, λiYγω της πλεονεκτικότερης κατανομής
τάσεων, εΥΥυώνται μεγάλη ακαμψία και υψηλή αντοχή με σχετικά μικρότερο βάρος.
Έχουν μικρό εν γένει εμβαδό σε σύγκριση με τις ροπές αδράνειάς τους και επομένως
μεγάλο συντελεστή χρησιμοποίησης υλικού. Μια πολύ σημαντική ιδιομορφία των
διατομών αυτών αναφέρεται στο ότι τα φαινόμενα ελαστικής αστάθειας εμφανίζονται
πολύ πιο οξυμένα στις λεπτότοιχες διατομές από ότι στις πλήρεις.
Οι λεπτότοιχες διατομές χρησιμοποιούνται ευρύτατα σε πρακτικές εφαρμογές και
αποτελούν την τυπική μορφή των διατομών των μεταλλικών κατασκευών, για
παράδειγμα σαν τεγίδες ή μηκίδες. Κατασκευάζονται από στραντζαριστή λαμαρίνα ή
κυκλοφορούν στο εμπόριο τυποποιημένες με συμβολική ονομασία που περιγράφει το
είδος της διατομής ( π.χ. Ι , Τ , Ι , U , Ζ και άλλες ) και διακρίνονται σε «ανοιχτές»
και «κλειστές» διατομές.
Ανοιχτές είναι οι διατομές των οποίων η μέση γραμμή δεν είναι μια κλειστή
καμπύλη. Οι λεπτότοιχες κλειστές διατομές (σωλήνες) μπορεί να περικλείουν ένα ή




ΣΖήμα 1./ : Τυπικές ανοιχτές (α) και κλειστές (β) λεπτότοιχες διατομές
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ΚΕΦΑΛΛΙΟ 2 - ΣΤΡΕΨΗ ΛΕnΤΟΤΟIΧΩΝ ΑΝΟΙΧΤΩΝ ΔJΛTOMΩN
2.1 ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΣΤΡΕΨΗ ( ΣΤΡΕΨΗ ΚΑΤΑ SAINT·VENANT )
Κατά τη στρέψη δοκού μη-κυκλικής διατομής, όλες οι διαμήκεις ίνες, εκτός του
άξονα συστροφής, παθαίνουν διάφορες κατά μέγεθος διαμήκεις μετατοπίσεις. Τότε.
οι διατομές δεν παραμένουν επίπεδες αλλά στρεβλώνουν. Όταν αυτή η στρέβλωση
της διατομής μπορεί να αναπτυχθεί ανεμπόδιστα. πρόκειται για την περίπτωση της
ελΕύθερης στρέψης ή στρέψης κατά S. V.
Η θεωρία που διατύπωσε ο J.C.Saint Venant, λοιπόν, περί τα 1860 για την καθαρή
στρέψη δοκών, ξεκινά με την υπόθεση ότι οι διατομές της δοκού είναι ελεύθερες να
στραφούν και να στρεβλωθούν, δηλαδή να μετακινηθούν στην κατεύθυνση του άξονα
της δοκού, κατά τον ίδιο τρόπο. Οι τυπικές στρεΠΏκές τάσεις αναπτύσσονται μόνο
όταν η διατομή είναι ελεύθερη να στρεβλωθεΙ Σύμφωνα με τη θεωρία αυτή, οι μόνες
τάσεις και παραμορφώσεις που αναπτύσσονται στη δοκό είναι διατμητικές και
συγκεκριμένα οι (σΧΥ , σχ:) και (εΧΥ , εχ:) αντίστοιχα, που προκαλούν τη σχετική
στροφή και στρέβλωση των διατομών της δοκού.
Στη μελέτη του προβλήματος στρέψης ράβδου τυχούσας διατομής, ο S.V. οδηγήθηκε
από την αντίστοιχη λύση της κυκλικής διατομής. Στην περίπτωση αυτή, οι διατομές
της ράβδου με κυκλική διατομή παραμένουν κατά την παραμόρφωση επίπεδες και
στρέφονται σα στερεοί δίσκοι γύρω από το κέντρο της διατομής. 'Erm, οι
μετατοπίσειςUx , Uy • Ut της ράβδου δίνονται από τις σχέσεις:
Ux =Ο Uy = -αχΖ, Ut =-αχΥ
Η κατάσταση μετατοπίσεων της ράβδου στην περίπτωση τυχούσας διατομής
προκύπτει σαν επαλληλία: α) των μετατοπίσεων ράβδου κυκλικής διατομής και
β) στρέβλωσης των διατομών, που είναι ίδια για όλες τις διατομές και δίνεται από τις
σχέσεις :
Ux =α Φ(Υ.Ζ). u)' = -αχΖ, Uz =-αχΥ
όπου
U t ' η μετατόπιση των σημείων της διατομής στην κατεύθυνση του άξονα της δοκού
U,I' • η μετατόπιση των σημείων της διατομής στην κατεύθυνση του άξονα Υ
u,- •η μετατόπιση των σημείων της διατομής στην κατεύθυνση του άξονα Ζ
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αξονική διεύθυνση μηδενίζεται, δηλαδή
,/πω θ' , δ λαδ' θ" 'ά 'δα = -- , η στα ερη συστροφη, η η η στα ερη γωνια στροφης αν μονα α
(/χ
μήκους της δοκού και Φ(Υ,Ζ) η συνάρτηση στρεβλώσεως. Εφόσον οι μετατοπίσεις Ux
είναι ανεξάρτητες του Χ, η στρέβλωση είναι ίδια σε όλες τις διατομές της δοκού. Αυτό
συνεπάγεται ότι η ορθή συνιστώσα του τανυστή των παραμορφώσεων στην
e;u =σα~ =Ο. 'Ετσι. η κατάσταση των
ΟΧ
παραμορφώσεων δίνεται από τις παρακάτω εξισώσεις:





Παρατηρούμε ότι η παραμόρφωση της ράβδου λόγω στρέψης αποτελείται μόνο από
καθαρή διάτμηση που ορίζεται από τις συνιστώσες σχΥ' σχΖ •
ΣΥήμα 2. Ι: Κατανομή διατμητικής τάσης σε λεπτότοtχη ανοιχτή διατομή
Στην περίπτωση της ανοιχτής λεπτότοιχης διατομής ελαστικής δοκού (Σχ.2.1), η
συνολική διατμητική τάση στη διατομή είναι, σε πρώτη προσέγγιση, παράλληλη προς
τη μέση γραμμή, μεταβάλλεται γραμμικά στην κατεύθυνση του πάχους, μηδενίζεται





με Τ τ/ν εξωτερικά εφαρμοζόμενηροπή στρέψης, t το πάχος της διατομής και J τ/
στρεπτική σταθερά που ισούται με J = ~ rt)(s)ds • ενώ η διατμητική ροή
"i:
μηδενίζεται.
Η στροφή θ των διατομώνγύρω από τον άξονα χ της δοκού μεταβάλλεται γραμμικά
κατά μήκος της δοκού, ακολουθώντας τη σχέση
θ(χ)=θο + αχ •
όπου θο είναι η στροφή στη θέση χ = Ο. Κατά μήκος της μέσης γραμμής, όπου η
διατμητική τάση σ,σ μηδενίζεται. η μετατόπιση uxfs), όπου s το μήκος τόξου κατά
μήκος μιας καμπύλης L, δίνεται από τη σχέση
u,ls)= UO- αω(s) (Ι)
με ωι s ι την «τομεακή επιφάνεια» που αντιστοιχεί στα σημεία της μέσης γραμμής ενώ
η αντίστοιχη συνάρτηση στρέβλωσης Φ (s) προσδιορίζεται από τη σχέση
Φ(S)= Φο-ω(s)
όπου Uo, Φ ο είναι οι τιμές των u και Φ στην «τομεακή αρχή» από όπου υπολογίζεται
η τομεακή επιφάνεια ω(s).
Σύμφωνα με τον Vlasov, η τομεακή επιφάνεια ω(s) ορίζεται κατά μήκος της μέσης
γραμμής της λεπτότοιχης ανοιχτής διατομής από τη σχέση
, , ,
ω(s)= fr"(s')ds'~ f(y,dZ-Z,dy)~ fe,.(rxdr)
s'-SΛ Α Α
όπου s είναι το μήκος τόξου στη μέση γραμμή της λεπτότοιχης διατομής, r είναι το
διάνυσμα θέσεως των σημείων της μέσης γραμμής ως προς τον «πόλο» Ο (Σχ.2,2),
rn{s) η απόσταση του πόλου από την εφαπτόμενη στη μέση γραμμή στη θέση s, το
Ιό
σημείο Α η (τομεακή αρχή» στη θέση S = SA , Β το τελικό σημείο στη θέση s της




Σιήμα 1.2: Σχηματική παράσταση πόλοιΙ. τομεακήςαρχής και τελικού σημείου της τομεακής
επιφΌVειαςω(s)
Επίσης, επειδή dω(..,) =e x ·(rχdr), η ΤOμεαΙCΉ επιφάνεια ω αυξάνει όταν το
διάνυσμα θέσεως r κινείται αντιωρολογιακά και οι «διαστάσεις}) της είναι 1m2j,
δηλαδή διαστάσεις εmφάνειας ή μήκους στο τετράγωνο.
Όταν η στρέβλωση παρεμποδίζεται τοπικά, τότε αναπτύσσονται αξονικές τάσεις. Οι
τάσεις αυτές μειώνονται καθώς απομακρυνόμαστε από το στρεπτικό περιορισμό αλ/ά
παίρνουν μη αμελητέες πμές στο μεγαλύτερο μέρος της δοκού. Σε περιπτώσεις
συμπαγών ή κλειστών διατομών, οι τάσεις αυτές μπορούν συχνά να αμεληθούν. Στην
περίπτωση όμως των ανοιχτών λεπτότοιχων διατομών που μελετάμε εμείς, οι
αξονικές τάσεις που αναπτύσσονται σαν αντίδραση στο στρεπτικό περιορισμό
παίρνουν μεγάλες τιμές. Εmπλέον, η ακαμψία τέτοιων διατομών αυξάνεται







02 04 06 0.8 Ι Τ
Iyιiuα Z.J : Μεταβολή της αξονικής τάσης λόγω παρεμπόδισης στρέβλωσης κατά μήκος της δοκοίΙ
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Παρατηρώντας το Σχήμα 2.3 σημειώνουμε ενδεικτικά ότι στο μέσο της δοκού,
δηλαδή (Χ = 0.5 Ι) η σχχω σε όλα τα σημεία της διατομής ισούται με το 32% της
τιμής στα αντίστοιχα σημεία της διατομής σε στρεπτικό περιορισμό με μορφή
πάκτωσης (στη θέση χ = Ο) ενώ στη θέση χ = 0.9 L η πμή της αξονικής τάσης
μειώνεται στο 5% της αντίστοιχης τιμής στην πάκτωση.
ι-ι παρατήρηση αυτή μας οδηγεί στο συμπέρασμα ότι η αρχή του Saiηt Veηaηt και η
θεωρία στρέψης που διατύπωσε δεν ισχύει σε λεπτότοιχες ανοιχτές διατομές που δεν
μπορούν να στρεβλωθούν ανεμπόδιστα λ/γω στρεπτικών περιορισμών.
Εύλογα. η θεωρία στρέψης του S.V. εξελίχθηκε από τον Vlasov και γενικεύτηκε για
προβλήματα δοκών με περιορισμένη στρέβλωση.
2.2 ΣΤΡΕΨΗ ΜΕ ΣΤΡΕΠΤιΚΟΥΣΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ (ΘΕΩΡΙΑ VLASOV)
2.2.] ΓΕΝΙΚΑ
Η ελευθερία κινήσεων που διέπει η θεωρία στρέψης του Saint Venant δεν είναι
εφικτή σε όλες τις διατομές όταν η στήριξη της δοκού είναι τέτοια που εμποδίζει τη
στροφή ή/και τη στρέβλωση της διατομής στη στήριξη. Στην περίπτωση διατομής
πακτώσεως, για παράδειγμα, η στροφή θ και η μετατόπιση U.f μηδενίζονται, ενώ
παίρνουν μη-μηδενικές τιμές στις λοιπές διατομές της δοκού. Σύμφωνα με όσα
παρουσιάστηκαν στην παράγραφο 2.1, αν δεν υπήρχε η πάκτωση, τότε η επιβολή
μιας στρεπτικής ροπής στη δοκό θα προκαλούσε μόνο διατμητικές τάσεις και
στρέβλωση των διατομών κατά τον ίδιο τρόπο. ι-ι ύπαρξη όμως της πακτώσεως
εμποδίζει τη στρέβλωση της διατομής και αυτό οδηγεί στην ανάπτυξη ορθών
αξονικών τάσεων σχχ σαν αντίδραση στον περιορισμό U.f=O, όπως παρουσιάστηκεστο
Σχ.2.3. Επειδή η μόνη εξωτερική φόρτιση της δοκού είναι η ροπή στρέψεως, το
σύστημα των αναπτυσσόμενωνορθών τάσεων σχχ πρέπει να είναι στατικά ισοδύναμο
με μηδενική αξovική δύναμη και μηδεVΙKή καμπτική ροπή. που εκφράζεται από τις
συνθήκες
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και fΥσ"dA = fΖσ"dΑ =ο
, ,
Γενικεύοντας τη θεωρία ελεύθερης στρέψης κατά Saint Venant λοιπόν, περί τα 1940.
ο V.Z.VlaSQV ανέπτυξε μια θεωρία στρέψης στην οποία περιλάμβανε την περίπτωση
δοκών με περιορισμούς στη στρέβλωση. Η θεωρία αυτή ονομάζεται διαφορετικά
θεωρία στρέβλωσης ή ανομοιόμορφη στρέψη.
Στη θεωρία του Vlasov για την ανομοιόμορφη στρέψη, η εξωτερικά εφαρμοζόμενη
ροπή Τ μεταβάλλεται κατά τον άξονα χ και δεν είναι σταθερή σε κάθε διατομή, όπως
στην ελεύθερη στρέψη, δηλαδή Τ = Τ (ΧΙ.
2.2.2 YΠOΛOΓlΣMOΣΤΑΣΕΩΝ
I-J κατανομή των τάσεων σύμφωνα με τη θεωρία του Vlasov αποτελείται από τις εξής
συνιστώσες:
• Διατμητική τάση σύμφωνα με τη θεωΡία ελεύθερη, στρέψη, κατά SV (σ..!:/~').
η οποία αναπτύσσεται στο ελεύθερο άκρο της δοκού όπου εφαρμόζεται η
ροπή στρέψης Τ.
• Διατιιητικ!ι τάση λόγω του περιορισμού στρέΒλωσης (σ~.•~). η οποία αν και
είναι μικρού μεγέθους, εξισορροπεί το φορτίο της ροπής Τ.
• ΑΕ.ονικές τάσεις λόγω του περιορισμού στρέΒλωσης (σr/~). οι μέγιστες τιμές
των οποίων είναι έως και 40 % μεγαλύτερες από εκείνες λόγω κάμψης και
• ΑΕ.ονικές τάσεις λόγω κάιιψης (σH~)
Χρησιμοποιούμε ένα σύστημα αξόνων Dxyz στο οποίο ο Χ-άξονας διέρχεται από τα
κέντρα των διατομών. Πάνω στο επίπεδο της λεπτότοιχης διατομής θεωρούμε επίσης
ένα ορθογώνιο καμπυλόγραμμο σύστημα συντεταγμένων (s,n), όπως φαίνεται στο
Σχ.2.4. Η συντεταγμένη s μετράται κατά μήκος της μέσης γραμμής της λεπτότοιχης
διατομής και το n στην κάθετη κατεύθυνση προς το s έτσι ώστε τοπικά οι




Σα/α 2.4 : Ορθογώνιο καμπυλόγραμμο ΣUστημα συντεταγμένων (s,n)
Επειδή το πάχος του τοιχώματος είναι μικρό (ι«Ι) , δεν υπάρχει αρκετός «χώρος»
ώστε να αναπτυχθούν οι τάσεις σ/ll) , σns • σnx κι έτσι σε πρώτη προσέγγιση θεωρούμε
παντού στη διατομή σιιιι == σπ .• == σn.x == Ο. Επομένως, σι μόνες μη-μηδενικές τάσεις
είναι σι σχχ , σχτ και σ$$' Επειδή όμως η ορθή συνιστώσα του τανυστή των τάσεων ass
είναι αμελητέα συγκρινόμενη με την αξονική συνιστώσα σχχ , υποθέτουμε όπ
σμ == Ο. Με βάση τα παραπάνω, ακολουθεί ο υπολογισμός των συνιστωσών σχχ και
Uxs για την περίπτωση στρέψης δοκού με λεπτότοιχη ανοιχτή διατομή με στρεπτικούς
περιορισμούς στις στηρίξεις.
Η ορθή τάση σΗ προσδιορίζεται με μια μεθοδολογία παρόμοια με εκείνη της
«Τεχνικής Θεωρίας Κάμψεως» ξεκινώντας από την ορθή παραμόρφωση εχχ , που







Ιε =~(σ -Υ·σ )
u E.u ss
Ο
4~ σπ =Ε'Cu+VΊι..- ~ σ.ο;; =E·cu (2)
(3) •
Η θεωρία του VJasoν για τον υπολογισμό τάσεων ξεκινά με την υπόθεση ότι η
αξονική μετατόπιση της μέσης γραμμής δίνεται από τη σχέση (1) στην οποία όμως η
, δ' θ' ελ' , () dO(x). ( )συστροφηα εν ειναι στα ερηκαιτ ικαισχυει u. X,S =uο---;;;-,ω s
όπου ω*(s) η τομεακή επιφάνεια με πόλο το κέντρο διατμήσεως της διατομής και
κύρια τομεακή αρχή τη μέση γραμμή και θ(χ) η συνάρτηση στροφής της διατομής.
Αξιοποιώντας τη σχέση (3), η ορθή παραμόρφωση εν; υπολογίζεται από τη σχέση
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ι'ιι d'θ(χ).
c, (x,s)::::-::::- .. (J) (S) και αντικαθιστώντας στη σχέση (2) τελικά
ΟΧ dx-
προκύπτει για τη μέση γραμμή η σχέση
ω • d'θ(χ)συ(Χ,s)=-Ε·ω (s)· 2
dx
(4)
χρησιμοποιώντας τον εκθέτη ω για να δηλώσουμε ότι η τάση αυτή αναπτύχθηκε ως
αντίδραση στους στρεπτικούς περιορισμούς.
Η διατμητιιcή τάση σα οφείλεται σε δύο διακριτούς μηχανισμούςπαραμορφώσεως:
• Στην ελεύθερη στρέψη κατά S.V., κατά την οποία όλες οι διατομές
στρεβλώνονται ομοιόμορφα. Η διατμητική τάση που οφείλεται σε αυτό το
μηχανισμό και συμβολίζεται με σ;,ν. μηδενίζεται στη μέση γραμμή,
μεταβάλλεται γραμμικά κατά το πάχος της λεπτότοιχης διατομής και είναι
ανεξάρτητη της θέσεως 5 • Η διατμητική ροή που αντιστοιχεί στην
,/2
μηδενίζεται, δηλαδή ισχύει η σχέση jσ;; (x,n)· dn = Ο
~ι12
• Στη διατμητική παραμόρφωση που οφείλεται στη διατμητική ροή που
απαιτείται ώστε να ισορροπούν οι ορθές αξονικές τάσεις σω
"
που
αναπτύσσονται 'λόγων των στρεπτικών προσδιορισμών. Οι διατμητικές τάσεις
που οφείλονται σε αυτό το μηχανισμό και συμβολίζονται με σ~, είναι
OμOιόμOpφΕC κατά το πάχος της λεπτότοιχης διατομής και αντιστοιχούν σε μια
/(.,'112
διατμητική ροή qW , δηλαδή Ισω (X,S) ·dn = qO(x,s)· I(S)
-/(,)/2
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Επομένως, η συνολική διατμητική τάση rrα προσδιορίζεται από τη σχέση:
)




", = σ~, +
α..
σ;.
ΣΊ1ίμα 2.5: ΣιΙνιστώσεςσυνολικήςδιατμητικήςτάσης σ.. της διατομής
(5)
Στη συνέχεια, υπολογίζουμε τις συνιστώσες της σχ, χωριστά, ξεκινώντας από τη
διατμητική τάση που οφείλεται στον πρώτο μηχανισμό, δηλαδή στην ελεύθερη
στρέψη κατά Saint Venant.
Η συνολική ροπή στρέψεως Τ(χ) που εφαρμόζεται στο ελεύθερο άκρο της δοκού και
αΑλάζει σε κάθε διατομή στον Χ-άξονα, εξισορροπείται από τις δύο συνιστώσες που
αντιστοιχούν στις διατμητικές τάσεις που αναπτύσσονται. Πιο σU'yKεKριμένα,
Τ(χ) = TSV(xJ + Τα/(χ) (Ο)
Η συνιστώσα της ροπής στρέψεως rSV(X) που οφείλεταιστην σ~ν υπολογίζεταιαπό
,SV dO(x)τη σχεση Τ (χ) = G .J .----;;;- , όπου J η στρεπτική σταθερά που παρουσιάστηκε
στην αρχή του κεφαλαίου. Τελικά, από τη θεωρία στρέψης κατά Saint Venant ισχύει
ότι




Η συνιστώσα της ροπής στρέψεως τω (χ) υπολογίζεται από τη σχέση
Τ ω) Ε J d'θω 'J " δ' δ'(χ =: - • ..' • ,οπου w η τομεακη ροπη α ρανειας της ιατομης που
., dx'
,
δίνεται από τη σχέση J()) = fω 2 (s).dA= fω 2 (s).dΑ με διαστάσεις {m6j και Ιτο
λ s~o
συνολικό μήκος της μέσης γραμμής της λεπτότοιχης διατομής,
Η διατμητική ροή qW που αναπτύσσεται ώστε να ισορροπηθούν οι αξονικές ορθές
τάσεις σχχω (δεύτερος μηχανισμός) προσδιορίζεται από τη σχέση του Jourawsky,
δηλαδή
ω() Ι 8σ;:(χ,s') d'. 'ι 8σ:(.I·,s") (') Ι'q X,!i =- . n.=- . ·1$ ,(,,;, ,
Λ'(:; ιiX s'..{) ό'Χ
(7)
Ο υπολογισμός της qW ξεκινά πάντα από ένα ακραίο σημείο της διατομής (s :::; Ο)
όπου qW.;;, Ο και είναι θετική στην κατεύθυνση αύξησης του μήκους τόξου s .
Αντικαθιστώντας στη σχέση (7) την εξίσωση (4) για την ορθή τάση σχχ,υ
καταλήγουμε στο παρακάτω:
,
rω'r,ι'Η(s')' ds' d'g(x)α"'(x.s)=E·S.(s), 3
- ., dx (8)
όπου SlJ) (S) η τομεακή στατική ροπή που δίνεται από τη σχέση
,
Sw(s)~ Ιω(s,).df!(S·') και έχει διαστάσεις (mΊ.
,""
Από τις σχέσεις (5) a (8) προκύπτει ότι η συνολική διατμητική τάση σΧ$ συναρτήσει
της γωνίας στροφής θ(χ) υπολογίζεται από την εξίσωση:
" ω ( dg(x) J (E.Sm(s) d 3g(X))σ (Χ,s,n)=σ, (Χ,n)+σ, (x,s)= 2·G·J·--·n + '3
". dx t(s) dx
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(9)
Τέλος, ο υπολογισμός της γωνίας στροφής θ(χ) βασίζεται στην εξίσωση της
συνολικής σταθερής στρεπτικής ροπής Τ (*) που σε κάθε διατομή γράφεται στη θέση
χ ως άθροισμα:
•
τ = τ sv (χ) + Τ "(χ) /111(,·\= G·J·=-E·Jdx • στην οποία αν θέσουμε
k = Ι G· J = Ι ι .~
'vE·J" 'V2'(l+v) J.
γενική λύση :
και ολοκληρό)σουμε a>c:. προς χ tια καταλήξουμε στη
(10)
όπου (CJ. C;. Ci) είναι αυθαίρετες σταθερές που προσδιορίζονταιαπό τις συνοριακές
συνθήκεςτου προβλήματος.
Μια δοκός που διαθέτει πάκτωση στο ένα της άκρο περιορίζεται και στη στροφή και
στη στρέβλωση,συνθήκεςπου εκφράζονταιαπό τις σχέσεις :
• θ(Ο) = Ο








ενώ για το άλλο της άκρο που είναι ελεύθερο άκρο ισχύει ότι μηδενίζεται η αξονική
. ωάταση σχχ ρα:
(13)
Από τις σχέσεις (10) - (13) καταλήγουμελύνοντας το σύστημα των εξισώσεων στην
τελική εξίσωση υπολογισμού της γωνίας στροφής θ(χ) :
θ(χ) = Τ ·[kx-sinhkx-(I-coshkx)·IanhkL] (14)
G·J ·k
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Η σχέση (4) που δίνει την εξίσωση υπολογισμού της ο θ' c α ονι 'c τάσ c σχχ ~
μπορεί να μετασχηματιστεί στην εξίσωση (15) αντικαθιστώντας τη σχέση (14) που
υπολογίστηκε για τη στροφή θ(χ) :
σ:; (x.s) ~ __Τ_.ω '(s), sinh[k· (L -χ)]
k 'J., coshkL
(15)
και με παρόμοιο τρόπο οι συνιστώσες της συνολικής σταθερής στρεπτικής ροπής Τ
γίνονται :
τω(χ) =Τ. cosh[k ·(L - Χ)]
cosh kL
και TSV (Υ)=Τ .,(1 ~ cosh[k .(ι-χ)]}
, , ι. coshkL
(16)
ενώ η συνολική διαΤΙΙΏΤΙκή σχs στη σχέση (9) μετασχηματίζεται σε :




• 2·T·n r COSh[k.(L-X)l}
=> σ:. (x,n) = 'i )._--=-=--=-=,---=
J L coshkL
=> σ" (χ s) =__Τ_. _S_o_(s_)_co_s_h'-.[k--c...'(L;-:--_X",)]








όπου n =±!.- για τα τοιχώματα της διατομής και n = Ο για τ/ μέση γραμμή.
2
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3 - ΠΕΡΙΓΡΑΦΗ ΤΟΥ ΠΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ
3.1 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΤΗΣ ΔJAΤOMHΣ
Αντικείμενο της παρούσας εργασίας αποτελεί η μελέτη και σύγκριση αναλυτικής και
αριθμητικής λύσης των αναπτυσσόμενων τάσεων σε πακτωμένη δοκό λεπτότοιχης
ανοιχτής διατομής τύπου «ανάποδου) Ζ που υφίσταται στρέψη εξαιτίας φόρτισης στο
κάτω πέλμα (Σχήμα 3. / )
ΣΥήμα 3./ : Σχηματική παράσταση προβλήματος σε διατομή ανάποδου Ζ
Η δοκός αποτελείται από δύο πέλματα και έναν κορμό τα οποία παραμετρικά,
ακολουθώντας τη μέση γραμμή της διατομής, διαθέτουν τις εξής διαστάσεις (Χ,Υ,Ζ):
• Πέλματα L χα χ t
• Κορμός L χ t xh
όπου α = O.2,n
ι = !: = 0.025 m
8
h= 2a=0.4m
L = /Οα = 2 m
Οι πραγματικές διαστάσεις της εξωτερικής γραμμής τ/ς δοκού των δύο πελμάτων
είναι (2In) χ (0.2125 m) χ (0.025 m) και του κορμού που τα συνδέει (2 m) χ









Σιιiμα J.J: Σχηματικήπαράσταση κοι διαστάσειςκορμού διατομήςανάποδουΖ
Η δοκός φορτίζεται στη διατομή του ελεύθερου άκρου και συγκεκριμένα στο
κάτω πέλμα με συΥχεντρωμένο φορτίο μεyέθoUς Ρ = 10 kN = ο.οι ΜΝ στην
κατεύθυνση Ζ όπως φοίνεται στα Σχ. 3.1 ,3.4 και εξ'αιτίας της φόρτισης αυτής






Σpjμα 3.4: Διατομή ελεύθερουάκρου που φορτίζεται με σιryKεντρωμΈVOφορτίο
3.2 ΤΡΟΩΟΣ ΜΕΛΕΤΗΣ-ΑΝΤιΜΕΤΩΩΙΣΗΣ ΟΡΟΒΛΗΜΑΤΟΣ
Μελετώντας την αναλυτική λύση για μια ημι-πακτωμένη δοκό λεπτότοιχης ανοιΧπΊς
διατομής ανάποδου Ζ από τη θεωρία στρέψης του VIasov, θεωρήσαμε ενδιαφέρουσα
τη σύγκριση αυτής με μια αριθμητική λύση για την ίδια δοκό.
Για να το εmτύχοuμε αυτό, δημιουργήσαμε ένα αριθμητικό μοντέλο μιας τέτοιας
δοκού με τις διαστάσεις και τα χαρακτηριστικά που περιγράψαμε παραπάνω με
σκοπό να υπολογίσουμε τις κατανομές ορθών και διατμητικών τάσεων. Η προσέγγιση
πραγματοποιήθηκε με τη βοήθεια των πεπερασμένων στοιχείων και του
υπολογιστικού πακέτου Abαqus και στο τέλος παρατηρήσαμε τη σύγκλιση των δύο
λύσεων, αποτελέσματα της οποίας θα παρουσιαστούν στη συνέχεια.
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ΚΕΦΑΑΑΙΟ 4 - ΜΟΝΤΕΑΟ ΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤΟΙΧΕΙΩΝ (FEM) ΓΙΑ
ΤΟΝ νΠOAOΓlΣMO ΤΩΝ ΤΑΣΕΩΝ
4.1 ΕΙΣΑΓΩΓΗ
4.1.1 ΓΕΝΙΚΆ
Η μέθοδος των πεπερασμi:vων στοιχείων (FEM) (συχνά αναφέρεται και ως ανάλυση
πεπερασμf;vωνστοιχείων) είναι μια αριθμητική τεχνική για να προσεγγίζουμετη λύση
Μερικών Διαφορικών Εξισώσεων (ΡDΕ) καθώς και Εξισώσεων Ολοκληρωτικού
Λογισμού. Η προσέγγιση της λύσης βασίζεται είτε στην εξΌλoιcλήΡOυ απαλοιφή της
διαφορικής εξίσωσης (πρόβλημα μόνιμης κατάστασης-steadΥ state problem) είτε
στην απλοποίηση της ΡDΕ σε ένα προσεγγιστικό σύστημα συνήθων διαφορικών
εξισώσεων (ΟΟΕ) που στη συνέχεια ολοκληρώνονται χρησιμοποιώντας κλασσικές
μεθόδους, όπως η μέθοδος Euler. η προσέγγιση Runge-Kutta και άλλες.
Στην επίλυση ΡDΕ, πρώτος στόχος είναι να δημιουργήσουμε μια εξίσωση που θα
προσεγγίζει την μελετώμενη διαφορική εξίσωση αλλά ταυτοχρόνως θα είναι
αριθμητικά ευσταθής. δηλαδή τυχόν λάθη στα εισερχόμενα στη σχέση δεδομένα και
ενδιάμεσοι υπολογισμοί δε θα προκαλούν σοβαρές μεταβολές στα εξερχόμενα
αποτελέσματα. δηλαδή στη λύση της εξίσωσης. Η μέθοδος των πεπερασμένων
στοιχείων αποτελεί μια καλή επιλογή για την επίλυση PDE σε σύνθετες κατασκευές.
όπως αυτοκίνητα και δεξαμενές πετρελαίου. όταν οι συνθήκες του προβλήματος
μεταβάλλονται. όπως στην περίπτωση συμπαγών διατομών με μεταβλητές
συνοριακές συνθήκες. όταν η επιθυμητή ακρίβεια της λύσης μεταβάλλεται κατά
μήκος της κατασκευής ή όταν η λύση δεν είναι ομαλή.
4.1.2 ΒΙΒΑΙΟΓΡΑΦΙΚΗ ΑΝΑΣΚΟΠΗΣΗ
Η μέθοδος των πεπερασμένων στοιχείων (FEM) αναπτύχθηκε από την ανάγκη
επίλυσης σύνθετων ελαστικών και κατασκευαστικών προβλημάτων των
αεροναυπηγών και των πολιτικών μηχανικών. Η ανάπτυξή της οφείλεται στη μελέτη
και στο έργο των Alexander Hrennikoff (Ι 941) και Richard Courant (1942). Αν και οι
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,προσεγγίσεις των δύο προαναφερθέντων πρωτοπόρων είναι σημαντικά διαφορετικές,
διαθέτουν ένα κοινό και ουσιαστικό χαρακτηριστικό: διακριτοποίηση με τη βοήθεια
πλέΊματος (mesh) μιας συνεχούς κατασκευής σε ένα σύνολο διακριτών υπο·
κατασκευών, που ονομάζονται στοιχεία (elements). Η μέθοδος που παρουσίασε ο
A.Hrennikoff διακριτοποιεί την κατασκευή χρησιμοποιώντας «δΙKτυωτή~> αναλογία
(δηλαδή αναλογία ορθογώνιου πλέγματος) ενώ εκείνη του R.Courant διαιρεί την
κατασκευή σε πεπερασμένες τριγωνικές περιοχές για την επίλυση 2ης τάξης PDEs που
εμφανίζονται στο πρόβλημα στρέψης ιcυλίνδρoυ. Η συνεισφορά του R.Courant ήταν
εξελικτική, εμπλουτίζοντας τα ήδη σημαντικά αποτελέσματα για PDEs που είχαν
αναπτύξει οι Rayleigh, Ritz και Galerkin.
Η σημαντική εξέλιξη των FEM ήρθε κατά τη διάρκεια της δεκαετίας του 1950 με την
ανάλυση σκελετών αεροσκαφών και κατασκευαστικών αναλύσεων από το
Πανεπιστήμιο της Στουτγκάρδης και τη δουλειά του John Argyris καθώς και από το
Πανεπιστήμιο του BerkIey από τον Ray W.CΙough περί τα 1960 για προβλήματα
δομικών κατασκευών. Στα τέλη του 1950, η μεθοδολογία δημιουργίας του μητρώου
ακαμψίας και του μητρώου των στοιχειών παρουσίαζε ουσιαστικά τη σημερινή
μορφή ενώ λίγο αργότερα, το 1965, η NASA δημοσιοποίησε το ενδιαφέρον της για
προτάσεις εξέλιξης του λογισμικού ΝASTRAN. Η μέθοδος των πεπερασμένων
στοιχείων απέκτησε ακριβή μαθηματική μορφή το Ι 973 με την έκδοση από τους
Gilbert Strang και Fix του συγγράμματος Απ Analysis ο/ The Finite Element Method
και έκτοτε έχει γενικευτεί σε μια κατηγορία εφαρμοσμένων μαθηματικών για
αριθμητική μοντελοποίηση φυσικών συστημάτων, όπως προβλήματα
ηλειcτρoμαγνητισμoύ και ρευστοδυναμικής.
Για τις ανάγκες της παρούσας πτυχιακής διατριβής χρησιμοποιήθηκε η μέθοδος των
πεπερασμένων στοιχείων με τη βοήθεια του υπολογιστικού πακέτου Abaqus
μοντελοποιώντας το πρόβλημα της παρεμποδισμένης στρέψης δοκού ανάποδου Ζ σε
ένα 3Ο μοντέλο διακριτοποιημένο σε ορθογωνικό και τετραγωνικό πλέγμα.
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,4.2 ΜΟΝΤΕΛΟΠΕΠΕΡΑΣΜΕΝΩΝΣΤΟΙΧΕΙΩΝ ΤΡΙΩΝ ΔΙΑΣΤΑΣΕΩΝ (3Ο)
Η δοκός που εξετάζουμε, όπως παρουσιάστηκε στο Κεφάλαιο 3, είναι ανοιχτή και
λεπτότοιχη τύπου ανάποδου Ζ , αποτελούμενη δηλαδή από δύο πέλματα και έναν
κορμό που τα συνδέει. Η μια ακραία διατομή της υφίσταται στρεπτικό περιορισμό με
τη μορφή της πάκτωσης ενώ το άΜο άκρο της είναι ελεύθερο να μετατοπιστεί και να
περιστραφεί.
Στη διατομή του ελεύθερου άκρου εφαρμόζουμε στο κάτω πέλμα συγκεντρωμένο
φορτίο Ρ μεγέθους Ρ = JO kN = 0.0/ ΜΝ στην κατακόρυφηδιεύθυνση του άξονα
Ζ • Το μοντέλο πάνω στο οποίο εφαρμόσαμε τους αριθμητικούς υπολογισμούς
θεωρήσαμε ότι αποτελείται από έναν τυπικό χάλυβα, θέτοντας ως μέτρο
ελαστικότητας Ε = 200 GPa = 200 χ j(j' ΜΡα και ως λ&Υο Po;sson v = 0.3.
Χρήσιμο συμπέρασμα αποτελεί το γεΥονός ότι από τον αριθμητικό υπολογισμό των
τάσεων και των παραμορφώσεων διαπιστώσαμε στην πορεία πως η επιλογή του
υλικού δεν επηρέαζε την τελική κατανομή των τάσεων στ/ διατομή που μελετήσαμε.
Πρόκειται για ένα τριδιάστατο πρόβλημα ελαστικότ/τας, το αριθμητικό μοντέλο του
οποίου πρέπει να πληροί τις κάτωθι εξισώσεις:
ι
• Κινηματι"';c ~ c .. = -'- (U" + u .. ) (1).~~~ "2"J }./
• Καταστατικές '7 σι, = DijkI . ε" (2)
• Ισορροπίας 7 σι/.} +b; = Ο (3)
και τις συνοριακές συνθήκες: υι = U; στο 5ju
•
όπου DijkI ελαστικές σταθερές που χαρακτηρίζουν ένα γραμμικό, ισότροπο και
ελαστικό υλικό, bj οι μαζικές δυνάμεις του σώματος και ί ,j = J,2,3. Από τις σχέσεις
(1) - (3) προκύπτει η εξίσωση 200 βαθμού:
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Το μοντέλο που δημιουργήσαμε για να προσεΥΥίσουμε την επίλυση του προβλήματος
μας είναι τριδιάστατο (3Ο) και η διακριτοποίηση που επιλέξαμε να
πραγματοποιήσουμε γίνεται με εξαεδρικά γραμμικά, ορθογωνικά στοιχεία 8 κόμβων





ΣΖήμα 4./: Τρισδιάστατο(3Ο) γραμμικόοκτακομβικόστοιχείο
Η σχηματικήπαράστασητης περιοχήςπου μοντελοποιήθηκεφαίνεται στο Σχήμα 4.2.
Για το τριδιάστατο μοντέλο κατασκευάστηκε ο κάνναβος πεπερασμένων στοιχείων,
όπως φαίνεται στο Σχήμα 4.3, με τον άξονα Χ του καρτεσιανού συστήματος
συντεταγμένων Χ,Υ,Ζ να είναι ο διαμήκης.
'Ι'
•





Σιt1ιφ 4.3: Κάwαβοςπεπερασμένωνστοιχείων 3-Ο
Η διακριτοποίηση που επιλέξαμε για τα πέλματα είναι διαφopετιΙCΉ από εκείνη του
κορμού, όπως φαίνεται στα Σχ. 4.4 , 4.5 χρησιμοποιώντας πιο πυκνό πλέγμα στα
πέλματα.




ΣιιΙμα 4.5: Κάν\'αβος πεπερασμένων στοιχεΙων κορμού
Ο κάνναβος των πελμάτων αποτελείται από 8κομβικά ορθογωνικά στοιχεία
διαστάσεων (0.025 m) χ (0.00625 m) χ (0.00625 m) ενώ ο αντίστοιχος
κάνναβος του κορμού αποτελείται από ίδιου τύπου στοιχεία (C3D8) alJ.iJ. με
διαστάσεις (0.025 m ) χ (0.00625 m) χ (0.015625 nl). Επιλέξαμε, δηλαδή, τα
στοιχεία του κορμού να έχουνε περίπου 2.5 φορές το ύψος των στοιχείων των
πελμάτων γιατί μας ενδιαφέρει η κατανομή των τάσεων κυρίως κατά το πάχος
(διεύθυνση Υ) .
Ξεκινώντας τη διακριτοποίηση από το επίπεδο ΥΖ, στην κατεύθυνση του πάχους t
(= ~ = 0.025 m) επιλέξαμε πλέγμα που αποτελείται από 4 σrOIYεία και συνεπώς J.
κόuΒους, ώστε το n = ±.Υ; να αντιστοιχεί στις εξωτερικές γραμμές του τμήματος
(π.χ. κόμβοι 1 , 5) και το n =Ο στη μέση γραμμή (π.χ. κόμβος 3) .
Έτσι, για τα πέλματα που στο επίπεδο ΥΖ έχουν διαστάσεις (0.2125 m) χ (0.025 m)
ο κ:άνναβος που προέκυψε αποτελείται από 34 στοιχεία και 35 κόμβους στη
διεύθυνση Υ και από 4 στοιχεία και 5 κόμβους στην κατεύθυνση του πάχους




Σιήμα 4.6: Διακριτσποίησηπελμάτωνστο επίπεδοΥΖ στη διατομή πακτώσεως
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Ο κορμός που έχει διαστάσεις (0.025 m) χ (0.375 m) στο επίπεδο ΥΖ
διακριτσπσιήθηκε με πλέγμα που στη διεύθυνση Υ (διεύΟυνση πάχους) αποτελείται






Σ α 4.7: Διακριτσποίησηκορμού στο επίπεδοΥΖ στη διατομή πακτώσεως
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Κάθε διατομή όπως α\)τή της πακτώσεως πο\) παραστάθηκε στα Σχ. 4.6, 4.7
αποτελείται(J\)νολικάαπό 368 στοιχεία και 465 κόμβο\)ς ( Σχήμα 4.8 ).
134 χ 4 =136 σ,σιχεΙα Ι
32S
_-----14 χ 24 =96 στσlχεlα Ι
134 χ 4 =136 στσlXεJα Ι
,
1
Σιήμα 4.8: Κάνναβοςπεπερασμένωνστοιχείων διατομήςπακτώσεως
Σε ό.τι αφορά την τριδιάστατη διακριτοποίηση το\) μοντέλο\), στην κατεύθ\)νση το\)
άξονα χ το μοντέλο έχει μήκος L = 10 a = 2 m . Στη διεύθ\)νση α\)τή. επιλέξαμε να
διαιρέσο\)με το μοντέλο σε 80 διατομές σαν α\)τή τ/ς πακτώσεως επιλέγοντας όμως η
αρίθμηση των κόμβων να αUΞάνεται κατά /000 σε κάθε διατομή. Με άλλα λόγια, αν
η διατομή της πακτώσεωςαριθμεί κόμβο\)ςαπό τον 1 έως τον 465. η αμέσως επόμενη
διατομή στην κατεύθ\)νση χ θα αριθμεί κόμβο\)ς από τον 1001 έως τον 1465 • η
μεθεπόμενη από τον 200 Ι έως τον 2465 έως την τεΛΕUταία της οποίας οι κόμβοι θα
ξεκινούν από τον 80001 και θα καταλήγο\)ν στον 80465. (Σχήμα 4.9). Είναι φανερό
ότι μια τέτοια διακριτοποίηση και αρίθμηση δtε\)KOλύνει πολύ τ/ν ανάγνωση των






Σviμα 4.9: ΑρΙθμηση κόμβων στη διεύθuvση το\) άξονα.χ
Συνολικά. ο κάνναβος αποτελείται από 29.440 στοιχεία και 37.665 κόμβους. Οι
βαθμοί ελευθερίας είναι 112.995, δηλαδή ο κώδικας που γράψαμε καλείται να
επιλύσει 112.995 εξισώσεις. Το μοναχικό φορτίο Ρ εφαρμόστηκε στον κόμβο 80001
του κάτω πέλματος στη θετική κατεύθυνση του άξονα Ζ με μέγεθος Ρ = 0.01 ΜΝ και
στη συνέχεια θα αναλύσουμε τις τάσεις και τις παραμορφώσεις που αναπτύσσονται
στο μοντέλο λόγω αυτής της φόρτισης.
4.3 ΧΑΡΑΚΤΗΡΙΣΤΙΚΑ ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ
Στα σχήματα που ακολουθούν εμφανίζεται η κατανομή της ορθής αξονικής τάσης σι ι
και των διατμητικών τάσεων σ,2 • σΙ3 σε κάθε τμήμα του προβόλου σαν να υπήρχε
ομοιόμορφη παραμόρφωση. θέτοντας τον συντελεστή παραμόρφωσης ίσο με l. Στη




































































EY';Ua 4./0: (α) Κατανομήορθής τάσης 011 οε κάθε τμήμα τ/ς δοκού,






































































IY';UQ 4.11 : (α) Κατανομή διατμητιΙCΉς τάσης 012 οε ιο:άθε τμήμα της δoιroύ ,







































































Σ IIua 4.12 : (α) Κατανομή δωτμητUCΉς τάσης σι) σε κάθε τμήμα της δοκού.
(β) Κατανομή διατμητικής τάσης 01) στην παραμορφωμένηδοκό
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ΙΚΕΦΑΛΑΙΟ 5 - ΣνΓΚΡIΣΗ ΑΝΑΛΥΤιΚΗΣ ΛΥΣΕΩΣ ΜΕ ΛΥΣΗ
nΕnΕΡΑΣΜΕΝΩΝ ΣΤOJΧΕΙΩΝ (FEM)
Στα σχήματα που ακολουθούνπαρουσιάζεταιη σύγκριση της αναλυτικήςλύσεως της
δοκού, που υφίσταται στρέψη, με την αριθμητική λύση. όπως αυτή πρoέιcυψε από το
3Ο μοντέλο μέσω του Abaqus.
Εξετάσαμε την κατανομή των τάσεων κατά τμήματα της δοκού, δηλαδή σε άνω.
κάτω πέλμα και στον κορμό. και σε δύο διατομές: τη διατομή της πακτώσεως (χ=Ο)­
κάνναβος από κόμβο Ι έως 465 - και μια διατομή μακριά από το στρεπτικό
περιορισμό, έστω σε απόσταση x=O.375L - κάνναβος από κόμβο 3000 Ι έως 30465.
5.1 ΔιΑΤΜΗΤιΚΕΣ ΤΑΣΕΙΣ σ..
5.1.1 ΔΙΑΤΟΜΗ "ΑΚΤΩΣΕΩΣ χ = ο
ΑΝΩΠεΛΜΑ:
Η αναλυτική λύση της σJ2 στο άνω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση :
σ' =[_~(2α -s)-s-~] (Ι) κα,
12 143 a 3 .t
Ο
σ.~ ~[_.ιΞ_~_Cosh[10- c-~ -(1-~)] _(_~_ Ι_α_s_(3α _s»)j=~ p~ _(3α _s)
5 Ι -α Cosh[10-c-'.] 2 2 5 Ι-α 2
α
=>σ =[_~(2α _s)_s_~]+[~_!..:..!.-_(3a -s)]
12 14 3 a 3 ./ 5 ι·α) 2
(2)
όπου ... ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής, όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5. J).
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ΣΖήμα 5. Ι: Μέτρηση μήκους τόξου s κατά μήκος του Άνω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.2 παρουσιάζεται η αναλυτική λύση της ση όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (1) (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του Vlasov. σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.3 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Ζ) και στο Σχήμα 5.4 η αριθμητική λύση των FEM για n ~ _!-,ο,!­
2 2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saίnt Venant (σ,~;=σll>2) και με την
αναλυτική λύση κατά Vlasov (σI2 ).
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• • FEM for nodes 465:431
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• FEM for nodes 430:396• •• •ι • ·3 FEM for nodes 395:361Ι • • FEM for nodes 360:326
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• • FEM for nodes 325:291
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Σα/α 5.3: Μεταβολήαριθμητικήςλύσηςσl2κατά το πάχος στο Άνω Πέλμα στη διατομή χ =ο
012 Άνω Πtλμα χ =Ο
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Σιήμα 5.4: Σύγκριση αριθμητικής και αναλυτικής λύσης ση κατά το πάχος στο Άνω Πέλμα και στη διατομή χ = ο
ΚΑΤΩ ΠΕΛΜΑ:
Η αναλυτική λύση της σ,2 στο κάτω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση:
[ 9 (α) Ρ ] [ 6 ρ. (α -s) (1 )]:::::>σ 12 = ~_. --5 ·(a-s) -- + -_ο " -+.\'14 3 α 3 ·ι 5 ι·α" 2 (2)
όπου s ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής. όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.5)
-+---Ι
Σιήμα 5.5: Μέτρηση μήκουςτόξου 5 κατά μήκος του Κάτω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.6 παρουσιάζεται η αναλυτική λύση της σ/2 όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (1) (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του Vlasov, σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.7 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Ζ) και στο Σχήμα 5.8 η αριθμητική λύση των FEM για n = -~.o.~
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saint Venant (σl'i=σIΊ) και με την
αναλυτική λύση κατά V/a!/ov (σι!),
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Dltιιanc• • 1a [m]
ΑναλU11κή λύοη ο" στο Κάτω ntAμcι
(Χ-Ο)
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• ι • FEM fol nodes 175:141•
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• • • FEM fol nodes 140:100
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ΣΥήμα 5.7: Μεταβολήαριθμητικήςλύσης 012 κ.u.τά το πάχος στο Κάτω Πέλμα στη διατομή )( = ο
___ -"-' Ε'
σ,2 Κάτω Πέλμα χ = Ο
Μεταβολή κατά Ζ









































Diιtance .1 a {m]
1,2
Σχήμα 5.h: Σύγκριση αριθμητικήςκαι αναλυτικήςλύσης σι; κατά το πάχος στο Κάτω Πέλμα και στη διατομή )( =ο
ΚΟΡΜΟΣ:
Η αναλυτική λύση της σι.! στον κορμό υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση :
=>σ ~[2.(a2+4.a.S-2.s2).~]+[~.~(a-s)] (2)ι.) 14 03,[ 5 ('α'
όπου s ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής. όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.9).
Σχήμα 5.9: Μέτρηση μήκουςτόξου s κατά μήκος του Κορμού
Στο Σχήμα 5.10 παρουσιάζεταιη αναλυτική λύση της σ,3 όπως υπολογίστηκεαπό τη
σχέση (1) (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του VJasov, σχέση (2).
Στο Σχήμα 5. J1 παρουσιάζεται η μεταβολή τ/ς αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Υ) ενώ στο Σχήμα 5.12 η αριθμητική λύση των FEM για 11 =~~,o,!..- που
2 2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saint Venant (σ:·:=σ.~. ι και με την
αναλυτική λύση κατά V/αsov ι σl~).
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AνΑΛUΠKή λύση σο στον Κορμό
(Χ-Ο)
Β 6 • 2 ο ·2
... / (ρ/.'Ι fMPaJ
1,5







ΣΖήμα5.10: Αναλυτική λύσησl3 στον Κορμό στ/διατομή χ:=Ο






















.. .. • FEM for nodes :Ε1:101
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• FEM for nodes $2:102
.. • • •
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0,35
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• FEM for nodes 3:6:105
0,45
Σα/α 5. J1: Μεταβολήαριθμητικήςλύσηςση κατά το πάχος στον Κορμό Οτ/ διατομή χ = ο
σ" Κορμός Χ·Ο
Μιτ!ΙJeλη Karo Υ
25 >J 15 10 5 Ο
ι..




















••• • • • •
FEM when n = Ι 12
•• σ1Β ... • 2
• FEM when'n = Ο
•
• •
FEM when n:: - ιJ 2
u vι ••oo! α"
..
- 0'1a d~ 2,5
"Ι' 'ι')Ι - ό1 +4_011 •• _1•••-- •14 t.a~ Ι 12: , (.ι~.ι ηΙ--· --. ι---·(ΙΙ-8)ιι, t 2 .... ..
ΣVίμα .5. J2 : Σύγκριση αριθμηηκής και αναλυτικής λύσης σ,. κατά το πάχος στo~ K:ιρμ~ και στη διατομή χ = ο
χ'ιΖ
Προοmlκή παρουσίαση αναλυπκήι; και αριθμηπι<ήι; λιίσηι; κατανομήι; των




5.1.2 Δ1ΑΤΟΜΗ ΜΑΚΡΙΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΠΑΚΤΩΣΗ χ = O.375L
ΑΝΩΠΕΛΜΑ:
Η αναλυτική λύση της σ12 στο άνω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση :
Μου
(Ι)
Ρ Cosh[IO·I.I094.~.(I- 0.75)J ( )]α 10· α Ι 1α
-_.--------'''-----'-''-''--. _. - . r . α . s .(- - <)
,1. ο. , 2 2Cosl,[ΙO ·1.1094·~]
α
(2)
! ι 0.75)Cosh[1O·1.1094·_·(I- )]σsν=~.n'Ρ'I_ α ω'α12 2 I j 1CoslI[lO ·1.1094·-]α (3) iΙ
όπου s το μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας από το





ΣΖήuα5.13: Μέτρηση μήκους τόξου s κατά μήκος του Άνω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.14 παρουσιάζεται η αναλυτική λύση της ση όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (Ι) (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρΙα του V/aSOV, σχέση (1+2+3).
Στο Σχήμα 5./5 παρουσιάζεταιη μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
ι ι(άξονας 1.) ενώ στο Σχήμα 5./6 η αριθμητική λύση των FEM για n =-"2,0'2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saint Venant (σr2=σ';> και με την
αναλυτική λύση κατά Vlaso" (σI2 ) •
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AναλUΠKή λύση a1l στο Άνω Πέλμα
(χ ~ Ο.375L)
25
Σrιίμα 5.14: Αναλυτική λύση σΙ2 στο Άνω Πέλμα στ/ δωτομή χ = 0.375L
'"
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• FEM for nodes 3J465:3J431
• FEM foι nodes 3J43J:3J396
FEM for nodes 3J395:3J361
• ΓΕΜ for nodes 3JE1m26
• FEM for nodes 3J325 3Ι291
Σrήμπ. .'5.15: Μεταβολή αριθμητικής λύσης σΙ2 κατά το πάχος στο Άνω Πέλμα στη διατομή χ =O.375L
011 Άνω πtλμα Χ·O.375L
ΙΙιτι:ΦοΑή ιι:στv: το πcixος ΙσΙονας ι)
-30
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n-I/Z ο • FEM when π" t/2
• FEh4 when n" Ο
• FEM when n:: -t/2
_ σ12 '\IIaso.o when n = t/2
_ CJ 12 '\IIaso.o when n :: Ο
_ CJu'\llaso.o when n,.-t/2
- σ12"
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Σιήμα $./6: ΣύΥκρισηαριθμητικήςκαι αναλυτικήςλύσης σι! κατά το πάχος στο Α\ω Πέλμα και στη διατομή χ =O.375L
ΚΆΤΩ ΠΕΛΜΑ:
Η αναλυτική λύση της σ,2 στο κάτω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση:
όπου
σ' ~[~.(::-s).(a-s).~]]2 14 .3 03.,




όπου s ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας





Σχήμα5.17: Μέτρηση μήκουςτόξου s κατά μήκος του Κάτω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.18 παρουσιάζεταιη αναλυτική λύση της ση όπως υπολογίστηκεαπό τη
σχέση (Ι) (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του VΙasοv,σχέση (1+2+3),
Στο Σχήμα 5.19 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Ζ) ενώ στο Σχήμα 5.20 η αριθμητική λύση των FEM για n = _!.-.ο..!-
2 2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saint Venant (σl~=σt2) και με την
αναλυτική λύση κατά Vlasov (σI2 ).
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AναλUΤΙKη λύση 0,2 στο Κάτω Πέλμα
(Χ' 0.375 Ι)
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0'1Ζ \4i1$OY wtιen n= Ο
CJ1Z \.tuou \Nhen n= .U2
Σιήμα 5./8: Αναλυτική λύση 011 στο Κάτω Πέλμα στη διατομή χ = O.375L
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• FEM for nodes 3]175:3)1-41
• FEM for nodes 3]140:3:11[15
FEM for nodes 3J105:3JJ71
... FEM for nodes 3D70:3D36
• FEM for nodes 3.D35·3DJ1
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Σιιjμα 5.19: Μεταβολή αριθμητικήςλύσης σΙ1 κuτά το πάχος στο Κάτω Πέλμα στη διατομή χ =0.375L
σ11 Κάτω ntλμα χ. 0.375 L
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• FEM when n '" tι'2
• FEMwhenn"'D
• FEM when n '" .tf2
_. σ,2 VI4toν νιtIBη n '" fI2
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Σα/α 5.20.. Σύγκριση αριθμητικής και αναλυτικής λύσης ση κατά το πάχος στο Κάτω Πέλμα και στη διατομή χ = O.375L
ΚΟΡΜΟΣ:
Η αναλυnκή λύση της al3 στον κορμό υπολογίζεταιαπό την παρακάτωσχέση :
,[3(2 1)/']σ = -. α +4-Q's-2-$ ._-Ι3 14 03.{
[
, 0.75 JCQsh[ΙO·I.Ι094·-·(I---)] ( )~ 12 Ρ α ΙΟ-α Ι ~σ ::: -_.-_. . •. _-(-Q '(a-s)ι) 5 2 4 t 4
, ·α CQSh[ΙO.I.Ι094.-]
a





(άξονας Υ) ενώ στο Σχήμα 5.24 η αριθμητική λύση των fEM
όπου s το μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας






Σvίμα5.21: Μέτρηση μήκουςτόξου s κατά μήκος του Κορμού
Στο Σχήμα 5.22 παρουσιάζεται η αναλυτική λύση της συ όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (Ι),(στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του VΙαsοv,σχέση (1+2+3).
Στο Σχήμα 5.23 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
ι ιγια n = -- ο -
2' Ί
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saint Venant (σ~~=σI1>3) και με την
αναλυτική λύση κατά V/asov (σI3 ).
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Ανaλunκή λύση σ" στον Κορμό
(Χ·Ο.376Ι)
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Σα/α 5.22 : AvαλυτιΙCΉ λύση σι) στον Κορμό στη διατομή χ = O.375L
Μ<ταβολή κατανομής α" κατά το πάχος (άξονας v)
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Iυiua 5.23: Μεταβολήαριθμητικήςλύσης σl3 κατά το πάχος στον Κορμό στη διατομή χ = Ο.375Ι
•
σι) Κορμός χ = O.376L
Μιτα'οΑή κατcl Υ
15 10 5 Ο ·10 ·15 .<1)
•
Ι
σ13 Vlιιsov when n = tI2
013 \ι'Ia$oν when n = Ο
σ13 \llasov when n = -112
• FEM when n = tI2
• FEMwhenn=O
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ΠΡΟΟΠΤ1κή παρουσίαση αναλυTll<ής ι<αl αριθμηπl<ής λύσης ι<ατανομής των




5.2 ΟΡθΕΣ ΑΞΟΝΙΚΕΣ ΤΑΣΕΙΣ σ, χ
5.2.1 ΔΙΑΤΟΜΗ ΠΑΚΤΩΣΕΩΣ χ=Ο
ΑΝΩΠΕΛΜΑ:
Η αναλυτική λύση της σι ι στο άνω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση:




.' [12 Ρ ι ( 3α )] 12 Ρ ι (3a )σ" = __ ο 2 2 ·Tanh[IO·c·-]· -O-(--S) =_. : ·Tanh[JO·c·-]· --s
5 c·( -ο a 4 5 c·( -ο a 4
13 ρ, L [ ]1 112 ρ ι (3a )1=:>σ" ~i-'-,-' 3'(s-a)-2'(-a) ~+~_. , -Tallh[ΙO'c,-J· -. -,' r(2)',7 Ο'· t ) L5 c· t .α α '"t
όπου s ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής, όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.25).
• t--!
Σrήμα5.25: Μέτρηση μήΚ'ouς τόξου s κατά μήκος του Άνω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.26 παρουσιάζεται η αναλυτική λύση της σ" όπως υπολογίστηκεαπό τη
σχέση (Ι), (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του Vlasov, σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.27 παρουσιάζεταιη μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Ζ) ενώ στο Σχήμα 5.28 η αριθμητική λύση των FEM για n = - ( .0. (
2 2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saifl( Venan( (σll:=σtl) και με την



























ΣΥήμα. 5.26: Αναλυτική λύση σ]] στο Άνω Πέλμα στη διατομή χ = ο
θΟ
Μεταβολή κατανομής ο" κατά το πάχος (άξονας Ζ)
1) 0,8 0,6 Ο,, ο) Ο
Ο ο+---'
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• • • FEM for nodes 465:431
• • FEM for nodes 430:396• "60• FEM fOr nades 395:361
• •
t:
• FEM fOr nades 360:326
• • FEM tor nades 325:291
Σrήμα 5.27 .. Μεταβολή αριθμητικής λύσης σll κατά το πάχος στο Άνω Πέλμα στη διατομή χ = ο
011 Άνω πtλμα χ. Ο
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Η αναλυτι!\ή λύση της σι ι στο κάτω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση:
ι, Γ3 P·L }σ" =. _. -_. (3· s - 2· α)
l7 α 3 • /
όπου
(Ι)
σ,,;=Ι-Ξ. ;', .ταnh[IΟ'C'.ό-ι.[".(::-s)]}=-~. ~ .ταnh[IΟ.C,.ό-j.(::-s)
Ι 5 c· t . α~ α 4 5 c· t . α α 4
J3 P·L 1 Γ 12 Ρ / (" )}:::>σ11 = -'-,-.(3'1'-2.~)l+i--· 2 ·Tanh[IO·c·_]· --5 (2)l7 α ./ J l 5 c·/ ·α " 4
όπου s ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής, όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.29).
ΣΊfίμα 5.29: Μέτρηση μήκους τόξου s κατά μήκος του Κάτω Πtλματoς
Στο Σχήμα 5.30 παρουσιάζεται η αναλυτι!\ή λύση της σι ι όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (1), (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του Vlasov, σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.3/ παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Ζ) ενώ στο Σχήμα 5.32 η αριθμητική λύση των FEM για ιι = _.ό-.ο•.ό-
2 2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Sainr Venant (σι'ι =σ;ι) και με την
























ΣΥήιια 5.30: AναλυΤUCΉ λύση σll στο Κάτω Πέλμα στη διαταμι; χ = ο
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20 • FEJrIHor nodes 140:1 06
FEM ror nodes 105:71
• FEM fOr nodes 10:36
• FEM for nodes 35:1
Σyιjμα $31: Μεταβολήαριθμητικήςλύσης 011 κατά το πάχος στο Κάτω Πέλμα στη διατομή χ = ο
σΗ Kdτω Πέλμα χ .. Ο
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Σvjμα5.32: Σύγκριση αριθμητικής και αναλυτικής λύσης σιι κατά το πάχος στο Κάτω Πέλμα και στη διατομή χ = ο
~o ...
ΚΟΡΜΟΣ:
Η αναλυτική λύση της σι ι στον κορμό υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση :
ΟΠΟU
• {3 Ρ·Ι [ J}σ,,= τ α' .ι· (-2}·(s-a)
. [12 Ρ ΊΌ h[IO ι ("')] 3 Ρ Ο ισοι = __ ο • .' απ -c·_J· - =_·_·--·Tanh[1 'c--]
5 c·r-·a- a 4 5 C_(2 a
{3Ρ·Ι r J} [3 Ρ ι];,σ" ~ -'-,-·ι(-2}·(.,-α) + - -'--. ·TanI,[ΙO·c·_]7 Ο'· f 5 c· Ι· α
(Ι)
(2)
όπου s το μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής. όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.33).
ΣΖήuα 5.33: Μέτρηση μήκους τόξου $ κατά μήκος το\) Κορμού
Στο Σχήμα 5.34 παρουσιάζεταιη αναλυτική λί>ση της σιι όπως υπολογίΟτ/κεαπό τη
σχέση (Ι), (στρέψη κατά 51') και από τη θεωρία του VlaSOV, σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.35 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμηπκής λύσης κατά το πάχος
(άξονας Υ) ενώ στο Σχήμα 5.36 η αριθμητική λύση των FEM για 11 = -i.O.~
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Sαint Venanr (σ;-: = σ:.) και με τ/ν
αναλυτική λύση κατά Vlasov (σι ι ).
76
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Σιιίμα 5.34: Αναλυτική λύση σΗ στον Κορμό στη διατομή χ = ο
••
Μααβαλή κατανομής σ" κατά τα πάχος (άξονας v)
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ΣΥήμπ. 5.35: Μεταβολή αριθμητι1Cήςλύσης σι ι χ:ατά το πάχος στον Κορμό στη διατομή χ = ο
ο" Κορμός χ =Ο
Μιτο'ολη ιtατα Υ
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Προοππκή παρουσίαση αναλUΠKής και αριθμητικής λύσης κατανομής των





5.2.2 ΔJATOMH ΜΑΚΡΙΑ ΑΠΟ ΤΗΝ ΠΑΚΤΩΣΗ χ =0.375L
ΑΝΩΠΕΛΜΑ:
Η αναλυτική λύση της σ,ι στο άνω πέλμα υπολογίζεταιαπό την παρακάτω σχέση :
οπου
• r3 ρ. L [ ]1a ll =j-·-3-· 3·(s-a)-2·(-a) r~7 α 'Ι J
[
Sinh[IO.c.i.(I- 0.75)] ]σ;; = _!.3.. ;' ,. a ΙΟ.α.(_α.(3α _.,»)
5 c'! ·α f l 4Cosh[ΙO.c.;:;]
(Ι)
12 Ρ
--5· ι' 2C· ·α
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση
αναλυτικήλύση κατά Vlasov (σll ).
όπου s ΤΟ μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχης διατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής. όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.37).
• (--1
Σα/α5.37: Μέφηση μήκους τόξου s κατά μήκος του Άνω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.38 παρουσιάζεταιη αναλυτική λύση της σι f όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (1), (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του Vlasov. σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.39 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
ι ι(άξονας Ζ) ενώ στο Σχήμα 5.40 η αριθμητική λύση των FEM για 11 =--.0.
2 2
. S· V (,./"κατα aιπ' enant σll =σι Ι) και με την
81
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Σιήμα5.38: Αναλυτική λύσησιι στο Άνω Πέλμα στη διατομή x=O.375L
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• FEM for nodes 30.65:30.33
• fEM for nodes 30.30:30398
FEM for nodes 30395:30363
• fEM for nodes 30360:30328
• FEM for nodes 30325:30293
θ
Σrήμtι. 5.39: Μεταβολήαριθμητικήςλύσης 011 κατά το πό.χος στο Άνω Πέλμα οτη διατομή χ =O.375L
011 Ανω Πελμα χ = O.31SL
Μπα'Ολη _ατά ,ο πάχος (ά~oνας Ζ)
...----1
-40
• FEM wtΊθη n = tJ2
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Σιήμα5.40: Σύ'Υκριση αριθμητικήςκαι αναλυτικήςλύσης σιι κατά το πάχος στο Άνω Πέλμα και στη διατομή χ = O.375L
ΚΛΤΩ ΠΕΛΜΑ:
Η αναλυτική λi>ση της σιι στο κάτω πέλμα υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση :
,
όπου
• {3 Ρ·Ι }σ = -·--·(3·s-2·0)
" 7 'ο ·ι
Ι Sinh(IO.C.':'(I_O.75)J[ ( )]1• 12 Ρ a 10-0 aσι, = -_.. . a· ---$5 c·r 2 ·a2 t 4Cosh(IO·c·-]ο
(1)
{
3 Ρ·Ι )~σ" = _.-,-.(3.s-2·0)f+




ο 10·0 (ο )
Cosh[IO.c. ι J • 4- s
ο
(2)
συγιcρίνεται με την αναλυτική λύση
αναλυτική λύση ιcατά Vlasov (σll ).
όπου s το μήκος τόξου που μετράει ιcατά μήιcoς της λεπτότσι-χης διατομής ξεκινώντας
από το αιcραίo σημείο της διατομής, όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.41).
ΣΖήμα5.4/: Μέτρηση μήκουςτόξou s κατά μήκος του Κάτω Πέλματος
Στο Σχήμα 5.42 παρουσιάζεται η αναλυτική λύση της σ,l όπως υπολογίστηΚΕ από τ/
σχέση (Ι), (στρέψη ιcατά SV.) και από τη θεωρία του Vlasov. σχέση (2).
Στο Σχιίμο 5.43 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
ι ι(άξονας Ζ) ενώ στο Σχήμα 5.44 η αριθμητική λί>ση των FEM για n = --,0,-
2 2
κατά 50;,,( Ve1la1l' ((Τ (Τ) και με την




















Σltίμα 5.42: Αναλυτική λύση all στο Κάτω Πέλμα στη διατομή χ = Ο.375Ι
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• rEW 10r nodes 30033:300Ο1
• rew 10r nodes 3Ο068:30036
rew foΓ nodes 301 03:30011
• rew foΓ noι!es 30138:30106
• FEW for nodes 3011]:301 ~1
ΣΖήμα 5.43: Μεταβολήαριθμητικήςλύσης σι ι κατά το πάχος στο Κάτω Πέλμα στη διατομή χ =O.375L
σ11 Κarω Πελμα χ = Ο.376Ι
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ΣΥήμα 5.44: Σύγκριση αριθμητικής και αναλυτικήςλύσης σ/ι κατά το πάχος στο Κάτω Πέλμα και στη διατομή χ = O.375L
ΚΟΡΜΟΣ:
Η αναλυτική λύση της σι ι στον κορμό υπολογίζεται από την παρακάτω σχέση :
Sinh[lO.c.~.(I_O.75)] ]
a 10-0 (α')Cosh[IO.c.~} . 4
{
3 Ρ·Ι '=>σ" ~ -,-,_.[(-2)-(s-a)]f+
7 a-· t J






όπου !; το μήκος τόξου που μετράει κατά μήκος της λεπτότοιχηςδιατομής ξεκινώντας
από το ακραίο σημείο της διατομής, όπως φαίνεται στο σχήμα που ακολουθεί (5.45).
ΣvίPα 5.45: Μέτρηση μήκους τόξου $ κοτά μήκος του Κορμού
Στο Σχήμα 5.46 παρουσιάζεταιη αναλυτική λύση της σι, όπως υπολογίστηκε από τη
σχέση (Ι), (στρέψη κατά SV) και από τη θεωρία του VlaSOV, σχέση (2).
Στο Σχήμα 5.47 παρουσιάζεται η μεταβολή της αριθμητικής λύσης κατά το πάχος
ι ι(άξονας Υ) ενώ στο Σχήμα 5.48 η αριθμητική λύση των FEM για n =-"2,0'2
συγκρίνεται με την αναλυτική λύση κατά Saint Venant (σll=σΙΊ) και με την
αναλυτική λύση κατά VlasQv (σι ι ).
00 40
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ΣΥήμα $.46: Αναλυτική λύση σ]] στον Κορμό στη διατομή χ =0.375L
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• FEM for nodes '}):Ι)1 :3]101
• FEM for nodes 3)3)2:3)102
FEM for nodes 3J363:3J1 03
.. FEM for nodes 3rfi4:3J104


















































0'" Κορμός χ. Ο.376Ι
MΙTo~oλή κατά πάχος (άξονος Ζ)
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Σιήμα 5.48: Σύγκριση αριθμητικής και αναλυτικής λύσης σ/ι κατά το πάχος στον Κορμό και στη διατομή χ = O.375L
χ"
•
ΠΡΟΟmlκή παρουcrίαοη αναλUΠKή( και αριθμητlκή( λύοη( κατανομή( των






ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ΣΤΗ ΓΩΝΙΑ ΤΗΣ
6.1 ΘΕΩΡΗΤΙΚΗ ΑΝΑΛΥΣΗ
Το πρόβλημα της επίπεδης ελαστικότητας ως προς ένα πολικό σύστημα
συντεταγμένων περιγράφεται από πς εξισώσεις (συ =a-(J = Ο , Eu = EdJ = Ο)
•
σσ,8 +.~. σσlJS + 2σ'θ =0





ε.. = !.(u -Ι- allO ) ε θ =_I_(OUr -u" +,. ουθ )
, r' 00 ' , 2r 00 or (2)
• σ __ =~-[{κ+I)-επ+(3-κ)-ε .. ]
κ-ι




όπου u είναι το διάνυσμα των μετατοπίσεων, σ ο τανυστής των τάσεων, ε ο






, στην επίπεδη παραμόρφωση (eu =0)
, στην επίπεδη ένταση (συ. =0)
θεωρούμε ένα πολικό σύστημα συντεταΎμένων (r,B) με κέντρο τη γωνία πακτώσεως
και την ελεύθερη επιφάνεια να βρίσκεται σε θέση θ = πΙ2 σε σχέση με την







2 (άξονας παράλληλος στη
διατομή προς τα πέ).ματα)
ΣΥήμα 6.1: ΣχηματικήπαράστασηπολικούΣΣ στη γωνία παιcrώσεως
Υπολογίζουμεμια ασυμπτωτικήλύση του επίπεδου προβλήματοςκαθώς το r-J- Ο με
τη μορφή
~(τ,θ) =r' ·i!(ν,θ) και g(r,θ)=G·r'-' . !l.(y, θ) (4)





όπου τ ι-Χ .:. U
- , (5)
και Α ένας πίνακαςδιαστάσεων4 χ 4 σταθερών συντελεστών.
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Για το πρόβλημα επίπεδης παραμόρφωσης (ε,.. =0) ισχύει ότι κ = 3 - 4ν και με τη
βοήΟεια του υπολογιστικού πακέτου Μaιhematίca@ υπολογίζουμε τις άγνωστες
ποσότητες s, UI • u2 • σι] , σ22 ' σΙ2 για το Γραμμικό Σύστημα ΣΔΕ με σταθερούς
συντελεστές τ/ς εξίσωσης (5) μέσω αριθμητικού μοντέλου.
Ο πίνακας Α προκύπτει
Ο l-s Ο Ι
-1+
~'. v Ο 1+ Ι Ο
·-1 +ν 2·(-I+ν)
Α = Ο Ο Ο -)-s
2s' Ο 1+ <·ν Ο
-1+v -J+v
του οποίου σι ιδιοτιμές είναι φανταστικές:
(-i (1.5), i. (1+s), -iAbsl-l+sl, i-Abs[-l+s))
και τα ιδιοδιανύσματαείναι τα εξής:




2 (-1+5) S Abs[_l+s)'-J
Η γενική λύση κατά συνιστώσεςέχει την παρακάτωμορφή :
", (ν,θ) = -<2 COS[O +s) ΟΙ + c, Sin[( Ι +s) ΟΙ - (-3+s+4 ν) (C, COS[(-ι +s) ΟΙ + c, Sin[O-sO])
",(ν,θ) = C, COS[( ι +s) ΟΙ + (3+s-4 ν) (C, Cos[(-I +s) ΟΙ + c, Sin[(-ι +s) Ο]) + c, Sin[( Ι +S)OJ
σ.,(ν,θ)= 2 s (C2 Cos[O+s) Ο] -C] Sin[(I+s) ΟΙ + O+s) (c, Cos[(-I+s) Ο] + c, Sin[O-sO]))
σ,,(ν,θ)= 2 s (c, Cos[O+s) ΟΙ + (-I+s) (c, Cos[(-I+s) ΟΙ + c, Sin[(-I+s) Ο]) + c, Sin[O+s)O])
σ,,(ν,θ)= 2 s (-C2 Cos[(I+s) θl +c, SIn[O+s) ΟΙ - (-3+s) (c, Cos[(-I+s) ΟΙ +c,Sin[O-sO]))
όπου ('ι. Ι". ('ι. ('.ι αλΎεBOΙKΈCσταθεoΈCπου λαιιΒάνουντιιιή ιιέσω των ΣΣ
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•
Θέτουμε τις συνοριακές συνθήκες (ΣΣ) όπως προκύπτουν από το Σχήμα 6./ .δηλαδή :
ο στο θ=Ο 7 Ur = UO = Ο
ο στο θ=πι2 7 σ/ο = σοο = Ο
δημιουργώντας έτσι τον πίνακα Β :
Ο -1 Ο 3-s-4v
1 Ο 3+s-4v Ο
Β = -2.S.CO{~] -2SSin[~] 2.S-(co{~ ]+S.COS[~]) 2.S-(Sin[~ ]+ssin[~])
-Z.SSin[~] 2S'COS[~] 2S-(-sin[~]+ S.Sin[~]) 2. -(COS[~ ]-S. CO{~])
Από την ορίζουσα του πίνακα Β και για διάφορες τιμές του ν υπολογίζουμε αρχικά το
συντελεστή j' :
Για ν - Ο: j' = /
Για ν-0.3: s=0.711173
Για ν - 0.5: S = 0.594612
~ Μας ενδιαφέρουν οι χαλύβδινοι δοκοί
και στη συνέχεια τις αλγεβρικές σταθερές c ι , C2 , C ~ συναρτήσει της C4
c, --> ο. + 0.759067 c,. c,--> Ο. + 1.08883 c" c,--> Ο. - 0.302276 c, (6)
Τελικά. αντικαθιστώντας την τιμή του ν για χαλύβδινες δοκούς καθώς και τα
αποτελέσματα των σχέσεων (6) στη γενική λύση, οι συνιστώσες του διανύσματος χ
παίρνουν διαφορετικέςτιμές ανάλογα με τη θέση θ, γι' αυτό και παρουσιάζουμετα
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Σιήμα 6.4: Μεταβολήτάσης iίrr με τη γωνία θ
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1.1ψια 6.6: ~1aaβoJ.il τιιση..: a μι;. rη γ(ι)"ία Η
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Οι συνιστώσες του διανύσματος των μετατοπίσεων u(r,B) και του τανυστή των
τάσεων σ(ι',θ) παίρνουν τις παρακάτω τιμές για τις δύο θέσεις θ των επιπέδων 2-3
και 1-3, αντίστοιχα, σύμφωνα με το αριθμητικό μοντέλο που θεωρήσαμε.
ο Στο 0=0 1.1 1994·c, ·Gσ,ο = ΓΟ241δ5\
4.66676· c, .G
, σθθ = 02~)6SI ' ur=uo=O
Ι·
(6)
ο ΣτοΟ=πl2: u,=2.14579·c4·rO.711173, uo=-1.98794·C4·r0711173,
σ,ο=σθθ=Ο
όπου C4 αλγεβρική σταθερά.
Μελετώντας ειδικότερα τη συνιστώσα σ/ο, η κατανομή της που, όπως αναφέρθηκε
στην αρχή της παραγράφου, δίνεται από τη σχέση: σ,ο(r,θ)=G.r--{)2416S1 ·σ,ο(θ)
(7) , μηδενίζεται στη θέση θ =π/2 και παίρνει μια πραγματική μη μηδενική τιμή στη
θέση 0=0 (σχέση (6»).
Τα αποτελέσματα αυτά επιβεβαιώνονται αν παρατηρήσουμε το Σχ.6.5.
1·1 μεταβολή του όρου σ,ο εξαρτάται μόνο από τη θέση θ και για θ=Ο παίρνει την
τιμή 6\0(0)=1.11994 (έχοντας θέσει c4=1) οπότε μέσω της (7) προκύπτει
1.1 1994·c,·Gσ,θ(Ο) = 02416S1 ενώ για θ = π/2 = 1.57 "πέφτει" στο Ο και επόμενα
r
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6.2 ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΘΕΩΡΙΑΣ ΑΣΥΜΠΤΩΤΙΚΗΣ ΑΝΑΛΥΣΗΣ ΣΕ ΔΟΚΟ
ΛΕΠΤΟΤΟΙΧΗΣ ΑΝΟΙΧΤΗΣ ΔΙΑΤΟΜΗΣ ΤΥΠΟΥ Ζ
Στη δοκό που μελετήσαμε και συγΚΕκριμένα στη διατομή της παΙCΤώσεως,
παρατηρούμε πως στα πέλματα του ανάποδου Ζ επαληθεύεται η θεωρία της
αΣUμπτωτιΚ'ής ανάλυσης που περιγράφηκε στην παράγραφο 6. J .




Σrάμα 6.7: Εφαρμογήασυμπτωτιι.."ήςανάλυσηςστα πέλματατης δοκού στο χ = ο
Η γωνία της πακτώσεως που επαληθεύει τη θεωρία είναι το σημείο τομής των
επιπέδων Υ-Ζ και Χ·Ζ όπως φαίνεται στο παραπάνω σχήμα και αφορά τη δεξιά γωνία
του Άνω Πέλματος (άξονες ΟΑ.ΟΒ) και τ/ν αριστερή του Κάτω Πέλματος (άξονες
ΟΆΌΟ-Β).
Ακολουθεί η μελέτη ιcάθε πέλματος χωριστά και η εφαρμογή της ασυμπτωτικής
ανάλUΣΗς ως μέσο ερμηνείας των mτανομών των ση τάσεων όπως προβλέπονται
από τα πεπερασμένα στοιχεία (αριθμητική λύση).
Σημειώνουμε ότι το καρτεσιανό ΣΣ Χ,Υ.Ζ ταυτίζεται με το ΣΣ J.2.3 που χρησιμοποιείται
στα ακόλoUΘΑ σχήματα.
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6.2.1 ΑΝΩ ΠΕΛΜΑ (χ = Ο)








Σα/α 6.8: Σχηματικήπαράστασηδιατμητικώντάσεων 012 στη γωνία της πακτώσεωςστο
Άνω Πέλμα
Παρατηρώνταςτο Σχ.6.8, βλέπουμε ότι η παράπλευρη εmφάνεια του Άνω πέλματος
(επίπεδο 1-3) είναι αφόρτιστη, δηλαδή σlil1 = Ο ενώ στο επίπεδο 2-3 η τιμή της
διατμητικής τάσης σ,2 είναι μη μηδενική, δηλαδή σιiλ :;t Ο . Αυτή η κατανομή των
τάσεων προβλέπεται από την ασυμπτωτική ανάλυση στη γωνία των δύο εmπέδων και
παρουσιάζεται στο παρακάτω Διάγραμμα τάσεων σ/2 στο οποίο συγκρίνονται
αναλυτική και αριθμητική λύση (Σχήμα 6.9).
Υπενθυμίζουμε ότι, αντιπαραβάλλοντας τα Σχ. 6.1 , 6.8 το διάνυσμα ΟΒ του Σχ.6.8
βρίσκεται στη κατεύθυνση του άξονα J του Σχ.6.Ι και το διάνυσμα ΟΑ στην
κατεύθυνση του άξονα 2. αντίστοιχα,ενώ η γωνία θ παίρνει τιμές από Ο (επίπεδο 2-3)
έως πΙ2 (επίπεδο 1-3).
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•ο"ΆνwΠΙλμα ιι-ο


























Συίμα 6.9: Ασυμπτωτιια;ανάλυση των λύσεων της 11'/2 στο Άνω Πέλμα στη διατομή χ = ο
Στη σημειωμένη περιοχή του διαγράμματος, παρατηρούμε ότι η αναλυτική λύση στη
γωνία Ο "πέφτει" στο Ο ενώ η αριθμητική λύση φεύγει στο άπειρο (+00) . Ο λόγος
που συμβαίνει αυτό είναι ότι τα πεπερασμένα στοιχεία λύνουν το ίδιο σύστημα
εξισώσεων (1-3) που χρησιμοποιήσαμε στην ασυμπτωτική ανάλυση και η τελική
ιcατανoμή της ση δίνεται από τη σχέση :
άρα s-I <ο και J-1 -0.288821 -0;;""" ~ 00r = r = ,0.288827 ' συνεπώς
όταν r '7 Ο τότε σ/27 00
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6.2.2 ΚΑΤΩ ΠΕΛΜΑ (Χ = Ο)
Παρόμοια εικόνα παρατηρούμε στο Κάτω πέλμα της διατομής της πακτώσεως για το
σημείο Ο', όπως φαίνεται στο Σχήμα 6.10.
2
3 1
ΣΡίμα 6./0: Σχηματικήπαράσταση διατμητικώντάσεων 012 στη γωνία της παιcrώσεωςστo
Κάτω Πέλμα
Παρατηρώνταςτο Σχ.6.10, η παράπλευρηεπιφάνειατου Κάτω πέλματος(επίπεδο1-3)
είναι αφόρτιστη, δηλαδή σl~Β' = Ο ενώ στο επίπεδο 2-3 η τιμή της διατμητιΙCΉςτάσης
ση είναι μη μηδενική, δηλαδή σl~Λ' -φ. Ο Αυτή η κατανομή των τάσεων προβλέπεται
από την ασυμπτωτική ανάλυση στη γωνία των δύο επιπέδων και παρουσιάζεταιστο
παρακάτωΔιάγραμματάσεων 0/2 στο οποίο σlYyΚρίνOνταιαναλυτική και αριθμητική
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Σχήμα 6.11 .. Ασυμπτωπκή ανάλυση των λύσεων της σ/Ζ στο Κάτω Πέλμα στη διατομή χ =ο
Όπως και στο Άνω Πέλμα. στη σημειωμένη περιοχή του διαγράμματος. παρατηρούμε
ότι η αναλυτική λύση στη γωνία ο' "πέφτει" στο Ο ενώ η αριθμητική λύση φεύγει
στο άπειρο (_00) . Ο λόγος που συμβαίνει αυτό είναι ότι τα πεπερασμένα στοιχεία
λύνουν το ίδιο σύστημα εξισώσεων (1-3) που χρησιμοποιήσαμε στην ασυμπτωτική
ανάλυση και η τελική κατανομή της σf2. που προβλέπει "άπειρες" τάσεις, δίνεται από
τη σχέση:
σ12 (r,θ) = G· r'-' . 0'12 (θ) , όπου s= 0.711173
άρα s-1 < Ο και r J - I = r-0288827 = -""""'ο­0.288827, 7'" συνεπώς
όταν r 7- σ τότε σ,2ο7 00
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ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7 - ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑΤΑ
Το βασικότερο συμπέρασμα που πρoέιcuψε από την εργασία είναι ότι με τη βοήθεια
των πεπερασμένων στοιχείων μπορούμε να προσεγγίσουμε σε ικανοποιητικό βαθμό
την αναλυτική λύση πακτωμένων δοκών με λεπτότοιχες ανοιχτές διατομές μέσω ένος
αριθμητικού μοντέλου.
Η παρουσία πάκτωσης εμποδίζει τη στρέβλωση με αποτέλεσμα την ανάπτυξη ορθών
αξονικών τάσεων οι οποίες μεγιστοποιούνται στη διατομή της πακτώσεως (χ=Ο) και
παίρνουν μη αμελητέες τιμές στο μεγαλύτερο μέρος της δοκού. Πιο συγκεκριμένα,
στο Σχ.2.3 φάνηκε ότι στο μέσο περίπου της δοκού η σχ/' σε ό"Μ. τα σημεία της
διατομής ισούται με το 30% περίπου της τιμής στα αντίστοιχα σημεία της διατομής
της πακτώσεως (Χ = Ο) ενώ αρκετά μακριά από τη θέση αυτή και κοντά στο ελεύθερο
άκρο (Χ = O.9L) η σαω παίρνει πολύ μικρές τιμές (περίπου 5% σε σχέση με εκείνες
στο χ ~ ο )αΊλά όχι μηδενικές.
Αντιλαμβανόμαστε ότι η συμβολή της ορθής τάσεως σχ.,/" (που αναπτύσσεται λόγω
στρεπτικού περιορισμού) στη συνολική ορθή τάση είναι τόσο σημαντική στην
περίπτωση λεπτότοιχων ανοιχτών διατομών που δεν μπορεί να αμεληθεί. Στα
διαγράμματα σύγκρισης αναλυτικής και αριθμητικής λύσης του Κεφαλαίου 5,
παρουσιάσαμε την κλασσική λύση κατά SV , δηλαδή τη σχ/, και με διαφορετική
καμπύλη την αναλυτική λύση κατά Vlasov που εμπεριέχει και τη συμβολή της
συνιστώσας σχχω ώστε να φανεί η μετατόπιση και η συμβολή της. Λόγω της
ομοιόμορφης κατανομής της σχχω στον κορμό και της μικρής τιμής που λαμβάνει, οι
μέγιστες τιμές της συνιστώσαςεμφανίζονταιστα πέλματα.
Στη διατομή της πακτώσεως, στο Κάτω πέλμα στη θέση s =0.2 εμφανίζεται η
μέγιστη τιμή της ορθής τάσης a,v/ που ισούται με lσ:~ Ι = 9 Ι.6 ~ σε σύγκριση με
,m α
τη μέγιστη τιμή της ορθής τάσης σxx~ που εμφανίζεται στο Άνω πέλμα στη θέση s=0.2
και ισούται μόλις με lσ~.1 == 68.56 ~ . Πρόκειται για ουσιαστική διαφορά που
'"'" 1I
υπολογίζεται στο 33.6% υπέρ της συνιστώσας-αντίδραση στο στρεπτικό περιορισμό.
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Σε μια διατομή μακριά από την πάκτωση, έστω σε απόσταση χ = 0.375L.
παρατηρήσαμε στα Σχήματα 5.38 , 5.42 , 5.46 ότι οι τιμές της Gu(IJ είχανε μειωθεί
αλ/ά ήταν ακόμα σημανΤ1Jcές στην συνολική Gu . Εκεί. η μέγιστη τιμή της σuQJ
εμφανίζεται στη θέση S=O.2 και των δύο πελμάτων και ισούται με
ι., 84 Ρ " . , •. ~I 6856 Ρο Ι =47. -Λ ενω η μεγιστη τιμη της σu παραμενει ιση με.... = . -,Ι U ΠCL\ a· lnIU a-
και εμφανίζεται στην ίδια θέση όπως και στη διατομή της πακτώσεως. Ενδιαφέρον
παρουσιάζει όπ η μΈΥιστη πμή της σπω μειώθηκε κατά 47.8%, όπως δηλαδή
αναμενότανε από την ανάλυση του Σχ.2.3.
Αξίζει να σημειωθεί ότι αν χρησιμοποιήσει κανείς τ/ν κλασσική λύση κατά Sajnt
Veηant που αγνοεί τους περιορισμούς της πακτώσεως (δηλαδή Gu OJ= σnOJ = Ο ), η
μέγιστη τιμή τ/ς Gu θα ήτανε lσQ Ι = 68.56 ~ ενώ λαμβάνοντας υπ'όψιν τηνι... ο
αδυναμία στρέβλωσης, σύμφωνα με τη θεωρία του Vlasov, η μέγιστη τιμή της σu
είναι 10.. 1' =125.92~ ,δηλαδή 45.5% μεγαλύτερη!ma~ α~
Παρατηρώντας τ/ μεταβολή της αριθμητικής λύσης σu κατά το πάχος της διατομής
της πακτώσεως, βλέπουμε στα Σχ. 5.27, 5.31 και 5.35 ότι παρουσιάζουνε
μεγαλύτερο φάσμα τιμών από εκείνο στη διατομή στη θέση x=0.375L που
παριστάνεται στα Σχ. 5.39, 5.43 και 5.47. Στον πίνακα που ακολουθεί φαίνεται η
ποσοστιαία μεταβολή των ακραίων τιμών στις θέσεις χ=Ο και x=0.375L .
χ-Ο χ - O.37SL
Άνω Πέλμα 26% 2%
ΚότωΠέλμα 24% 8%
Κορμός 30% 23 %
Ο λό'Υος που υπάρχει αυτή η διαφορά στο φάσμα τιμών είναι ότι η συνιστώσα της
καθαρής στρέψης κατά SV, σub , είναι ανεξάρτητη της θέσης χ και η κατανομή της
είναι η ίδια σε κάθε διατομή της δοκού. Επομένως, καθοριστικός παράγοντας είναι η
συνιστώσα σ-u' που, όπως είδαμε παραπάνω, μειώνεται περίπου στο μισό τ/ς τιμής
της. Κατά συνέπεια, η κατανομή των τιμών τ/ς σ,u κατά το πάχος παρουσιάζει
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μικρότερο φάσμα με διαφορά ποσοστιαίας τάξης μεγέθους στα πέλματα. Στον κορμό,
η επί % μεταβολή των τιμών δε διαφέρει σημαντικά γιατί η κατανομή της σχχ'1) είναι
γραμμική κατά το πάχος και η τιμή που λαμβάνει δε διαφέρει σημαντικά στις δύο
διατομές, σε σύγκριση με τις διαφορές που εμφανίζονται στα πέλματα.
Η σύγκλιση αριθμητικής και αναλυτικής κατανομής των ορθών αξονικών τάσεων,
όπως παρουσιάστηκε προοπτικά στο Κεφάλαιο 5, είναι πολύ καλή, ειδικά στη
διατομή της πακτώσεως στον Κορμό και στο Κάτω Πέλμα.
Σε ό,τι αφορά τις διατμητικέ, τάσεΙC, η σύγκλιση της αναλυτικής λύσης και των
πεπερασμένων στοιχείων στη διατομή x=0.375L είναι πάρα πολύ καλή και στα τρία
τμήματα, όπως φαίνεται στα Σχήματα 5.16) 5.20 και 5.24.
Στη διατομή της πακτώσεως, η σύγκλιση στα πέλματα δεν είναι καλή, γεγονός που
αναλύθηκε στο Κεφάλαιο 6 με τη θεωρία της ασυμπτωτικής ανάλυσης.
Παρατηρώντας τα Σχήματα 6.9, 6.11 , βλέπουμε ότι ενώ η αναλυτική λύση της σ/2
στη θέση 5=0 του Άνω Πέλματος παίρνει μηδενική τιμή, τα πεπερασμένα στοιχεία
προβλέπουν "άπειρες" τάσεις. Ο λόγος που συμβαίνει αυτό είναι ότι τα πεπερασμένα
στοιχεία λύνουν το ίδιο σύστημα εξισώσεων με εκείνο που ακολουθεί η θεωρία
ασυμπτωτικής ανάλυσης κι έτσι όταν r 7 Ο η σ/2 είναι αντιστρόφως ανάλογη του
όρου αυτού και επομένως τείνει στο άπειρο. Η ίδια κατάσταση παρατηρείται και στη
θέση 5=0.2 του Κάτω Πέλματος όπου και πάλι η αναλυτική λύση "πέφτει" στο μηδέν
ενώ η αριθμητική "φεύγει" στο άπειρο.
Στη διατομή x=0.375L , η αριθμητική λύση στο Άνω Πέλμα που παρουσιάστηκε στο
Σχήμα 5.15 παρουσιάζει ενδιαφέρον στις τιμές που λαμβάνει στα άκρα του πέλματος.
Για όλες τις τιμές του n (από -112 έως tl2), παρατηρούμε ότι για μήκος περίπου ίσο με
το πάχος t. δηλαδή 4-5 κόμβους, υπάρχει μια απότομη μείωση στην αρχή του
πέλματος και μια απότομη αύξηση στο ά'λ/ο άκρο του πέλματος των τιμών που
λαμβάνει η διατμητική τάση. Στο διάστημα ανάμεσα σ' αυτές τις δύο περιοχές,
εμφανίζεται ένα πλατώ που ακολουθεί μια ελαφρώς αυξάνουσα ευθεία και καταλήγει
στο μηδέν, από το οποίο είχε ξεκινήσει. Η διατμητική ροή, λοιπόν, που παρατηρούμε
εξηγείται από τη θεωρία στρέψης ανοιχτών διατομών που αναφέρει ότι οι τροχιές των
διατμητικών τάσεων συμπίπτουν με τις ισοσταθμικές της τασικής συνάρτησης κατά
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Prandt! Ψ(Υ.Ζ) και είναι αναγκαστικά "κλειστές καμπύλες". Για το λόγο αυτό, οι
ισοσταθμικές είναι πυκνές κοντά στις επιμήκεις πλευρές της διατομής (παράλληλες
στον άξονα Ζ) και παρουσιάζουν κλειστή μορφή και συνεχή διατμητική ροή.
Παρόμοια εικόνα παρουσιάζεται στο Κάτω Πέλμα της διατομής x=0.375L αν
παρατηρήσουμε το Σχήμα 5.19 που εξηγείται από την ίδια θεωρία "κλειστών
καμπυλών".
ι-ι κυρίαρχη διατμητική τάση στη διατομή χ = O.375L είναι λόγω στρέψεως
ιο:ι::/νι "ωχ = Ι 6.4 Ρ/α2 • η οποία είναι σημαντικά μεγαλύτερη από τις διατμητικές
τάσεις λόγω κάμψεως (Ιαχ/ Ι /ιιιιχ = 1.714 Ρ/α2 ) ή λόγω πάκτωσης
(Ισχ.,α/ 11ΙΙΙΙΧ = 3.16 Ρ/α2 ). Αυτό οφείλεται στο ότι η τέμνουσα δύναμη δε διέρχεται
από το κέντρο διατμήσεως της διατομής. Στις λεπrότoιχες ανoιrτές διατομές ακόμη
και μια μικρή απόκλιση του σημείου εφαρμογής της τέμνουσας από το κέντρο
διατμήσεως προκαλεί σημαντικές στρεπτικές τάσεις.
ι-ι μέγιστη τιμή της σχ! εμφανίζεται στη διατομή χ = Ο.375Ι στον Κορμό στη θέση
.'i=O.1 Ι, όπως παρουσιάστηκε στο Σχήμα 5.24. και ισούται με lσχs Ι mιιx = 22.26 Ρ/α2
ενώ αν χρησιμοποιούσαμε την κλασσική λύση κατά SV που αγνοεί τους
περιορισμούς της πακτώσεως, η μέγιστη τιμή της σxs θα ήτανε Ιαχ! Im= = 30.56 Ρ/α2
στη διατομή χ = L = 1Οα (ελεύθερο άκρο), όπου μεγιστοποιείται η συνιστώσα σχ/ν
C!σx>svI ,~ = 25.42 Ρ/α').
Συμπερασματικά, η "αρχή του Saint Venant" ισχύει σε περιπτώσεις κλειστών
διατομών και οι επιπλέον τάσεις που αναπτύσσονται λόγω πακτώσεων περιορίζονται
μόνο σε μια μικρή περιοχή κοντά στην πάκτωση. Ωστόσο, η εν λόγω "αρχή" μπορεί
να οδηγήσει σε σημαντικά σφάλματα αν χρησιμοποιηθεί σε λεπτότοιχες ανοιχτές
διατομές στις οποίες οι τάσεις σχχα/ είναι οι σημαντικότερες όλων και εμφανίζονται σε
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